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Thôøi gian: 150 phuùt 

(NGAØY THI: 29/11/2014, luùc 13 giôø 30 phuùt) 

PHAÀN ÑAÏI SOÁ: 

Baøi 1: (4 ñiểm)  

Cho 

   

2

2

2 2 2

n 1 1 1
A 1 n 1

nnn 1 n 1

      
 

 

Chứng tỏ A thuộc N với 
*

n N    

Baøi 2: (4 ñiểm)  

Cho a, b, c laø ñoä daøi 3 caïnh trong moät tam  giaùc. Chöùng minh:  

3 a b c
2

2 b c c a a b

   
  

  

Baøi 3: (3 ñieåm) Cho phöông trình:  2

x 2 m 3 x 4m 8 0       (x laø aån, m laø tham soá) 

a) Tìm m ñeå phöông trình coù nghieäm 
1 2

x ;x  thoûa 
2 2

1 2 1 2
x 2x 3x x    

b) Tìm m ñeå phöông trình coù hai nghieäm beù hôn -1. 

Baøi 4: (5 ñieåm) Cho 3 soá x,y,z 0  thoûa: 

2 2 2

1
x y z

2

1 1 1 1
4

xyzx y z


  



    


  

a) Tính: 
1 1 1

x y z

    

b) Neáu 
1 1 1

0

x y z

   . Chöùng minh: luoân coù hai trong 3 soá ñoái nhau. 

PHAÀN HÌNH HOÏC:  

Baøi 5: (2,5 ñiểm) Cho hai ñöôøng troøn (O;r) vaø ñöôøng troøn (O’;R) caét nhau taïi A, B. Treân tia ñoái 

cuûa tia AB laáy ñieåm C. Veõ tieáp tuyeán CD vaø CE cuûa (O) (D, E laø tieáp ñieåm) (E naèm trong (O’)). 

DA caét (O’) taïi M, AE caét (O’) taïi N. DE caét MN taïi K. 

a) Chöùng minh: töù giaùc BKMD noäi tieáp, BEKN noäi tieáp. 

b) Chöùng minh: BK.AE = KM.BE 

c) Chöùng minh: BNK ADB ∽  O'K MN    

Baøi 6: (1,5 ñiểm) Cho (O;R) vaø ñieåm A naèm ngoaøi (O) keû ñöôøng thaúng (d) OA  taïi A. Laáy 

 M d  baát kyø. Veõ tieáp tuyeán MC, MB (C, B laø tieáp ñieåm), CB caét OM taïi H, OA taïi K. 

a) Chöùng minh: H di ñoäng treân ñöôøng coá ñònh khi M di ñoäng treân (d). 

b) Cho OA = 2R. Tìm vò trí cuûa M ñeå 
MCOB

S  ñaït giaù trò nhoû nhaát. Tính giaù trò nhoû nhaát ñoù. 

    HEÁT    
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Thôøi gian: 150 phuùt 

(NGAØY THI: 29/11/2014, luùc 13 giôø 30 phuùt) 

PHAÀN ÑAÏI SOÁ: 

Baøi 1: (4 ñiểm)  

Cho 

   

2

2

2 2 2

n 1 1 1
A 1 n 1

nnn 1 n 1

      
 

 

Chứng tỏ A thuộc N với 
*

n N    

Ta coù:

 

  

 

2 2 2
2

2

2 2

1 n n 2n 1 nn
1 n

n 1 n 1

   
  

 
 

 

2
4 2 3 2 2

2

n n 1 2n 2n 2n n n 1

n 1
n 1

       
   

 
  

 
 

2 2 n n 1 1n n 1 n n 1 1
n 1

n 1 n 1 n 1 n 1

    
    

   
 

Ta coù: 

 

 

 

 

 

2
2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

n n 2n 1 n 2n 1 n n n 11 1
1

n n 1 n n 1 n n 1

       
   

  
  

 

   
 
   

 
2

2 2

n n 1 11 1 n n 1 1 1 1
1 1 1 2

n n 1n n n 1 n n 1 n n 1n 1

  
         

  
 

Thay  (1) vaø (2) vaøo A, ta ñöôïc: 
1 1 1 1

A n 1 n 1

n 1 n n 1 n

       
 

  

Maø 
*

n N . Neân A N   

Vaäy A thuộc N với 
*

n N    

Baøi 2: (4 ñiểm)  

Cho a, b, c laø ñoä daøi 3 caïnh trong moät tam  giaùc. Chöùng minh:  

3 a b c
2

2 b c c a a b

   
  

  

Do a, b, c laø ñoä daøi 3 caïnh cuûa tam giaùc neân a, b, c > 0 vaø 

a b c

b a c

c a b

  


 
  

  

ÑEÀ THI HSG LÔÙP 9 
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HÖÔÙNG DAÃN 
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Ñaët 

   


   
  

    
    




x y z
a

2
x b c

x y z
y c a b

2
z a b

x y z
c

2

 

Khi ñoù:  

       
               

    

a b c x z y x y z x y z 1 z y x z x y
1 1 1

b c c a a b 2x 2y 2z 2 x x y y z z

 

 
      

                 
      

1 y x z y x z 1 3
3 2 2 2 3

2 x y y z z x 3 2
 Coâ si   (*) 

AÙp duïng boå ñeà: vôùi  x < y; x, y, t > 0  thì : 
x x t

y y t





 

a 2a

b c a b c

b 2b

a c a b c

c 2c

a b a b c




  




  


   

 
a b c

2

b c a c a b

   
  

  (**) 

Töø (*) vaø (**) ta suy ra ñpcm. 

Baøi 3: (3 ñieåm) Cho phöông trình:  2

x 2 m 3 x 4m 8 0       (x laø aån, m laø tham soá) 

a) Tìm m ñeå phöông trình coù nghieäm 
1 2

x ;x  thoûa 
2 2

1 2 1 2
x 2x 3x x    

a = 1;     /

b 2 m 3 ,b m 3 ; c = 4m + 8 

               
2 2

/ /2

b 4ac m 3 1. 4m 8 m 1 0, m  

  phöông trình luoân coù 2 nghieäm 
1 2

x ,x  m  

2 nghieäm cuûa phöông trình laø : 

   

   

      
    

      
     


/ /

/ /

m 3 m 1b
x 2

a 1

m 3 m 1b
x 2m 4

a 1

 

TH1: 
  


  

1

2

x 2

x 2m 4

 theá vaøo 
2 2

1 2 1 2
x 2x 3x x  , ta ñöôïc: 

                     
2 2

2

2 2 2m 4 3 2 2m 4 4 2 4m 16m 16 12m 24  

  


             


 

2 2

3
m

8m 20m 12 0 2m 5m 3 0 2m 3 m 1 0 2

m 1

 

TH2: 

   


 

1

2

x 2m 4

x 2

 theá vaøo 
2 2

1 2 1 2
x 2x 3x x  , ta ñöôïc: 
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2 2
2

2

2m 4 2 2 3 2m 4 2 4m 16m 16 8 12m 24

m 0
4m 4m 0 4m m 1 0

m 1

 

Vaäy khi 
3

m 0; 1;

2

    thì phöông trình coù nghieäm thoûa ñeà baøi. 

b) Tìm m ñeå phöông trình coù hai nghieäm beù hôn -1. 

Do phöông trình  2

x 2 m 3 x 4m 8 0     coù nghieäm 
   


  

x 2  < 1 

x 2m 4

 

neân ñeå phöông trình coù 2 nghieäm beù hôn 1  thì:  

          
3

2m 4 1 2m 4 1 m

2

  

Vaäy khi 
3

m

2

   thì phöông trình coù hai nghieäm beù hôn 1   

Baøi 4: (5 ñieåm) Cho 3 soá x,y,z 0  thoûa: 

2 2 2

1
x y z

2

1 1 1 1
4

xyzx y z


  



    


  

a) Tính: 
1 1 1

x y z

    

Ta coù: 
   

          
   

2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2

x y z xy yz zxx y z

 

      

   
       

 

2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 x y z
2.

x y z xyzx y z

  

maø 


   





  


2 2 2

1 1 1 1
4

xyzx y z

1
x y z

2

 

neân 


  

   
             
       


2 2

1 1 1
1

2

x y z1 1 1 1 1 1 12
4 2 4

x y z xyz xyz x y z 1 1 1
2

x y z

 

b) Neáu 
1 1 1

0

x y z

   . Chöùng minh: luoân coù hai trong 3 soá ñoái nhau. 

Vì 
1 1 1

0

x y z

    neân  
1 1 1

2

x y z

   . Maø 
1

x y z

2

   .  

Neân 

 
1 1 1 1 xy yz zx 1

x y z x y z xyz x y z

 
    

   
 

 
 

yz x y z 1

xyz x y z

 
 

 
  

              yz x y z x y z xyz       
2

2

xyz yz y z x y z x y z xyz          
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      2

y z yz x xy xz 0 y z z x x y 0            

 

y z

z x

x y

  


  
  

  Vaäy ta coù ñieàu phaûi chöùng minh. 

PHAÀN HÌNH HOÏC:  

Baøi 5: (2,5 ñiểm)  

Cho hai ñöôøng troøn (O;r) vaø ñöôøng troøn (O’;R) caét nhau taïi A, B. Treân tia ñoái cuûa tia AB laáy ñieåm 

C. Veõ tieáp tuyeán CD vaø CE cuûa (O) (D, E laø tieáp ñieåm) (E naèm trong (O’)). DA caét (O’) taïi M, AE 

caét (O’) taïi N. DE caét MN taïi K. 

K

N

M
E

D

B

A

O

O'

C

 

a) Chöùng minh: töù giaùc BKMD noäi tieáp, BEKN noäi tieáp. 

Ta coù: 

 
 

 


 


BMK BAN 2 gnt cuøng chaén BN cuûa (O')

BDK BAN 2 gnt cuøng chaén BE cuûa (O)

 BMK BDK    

  Töù giaùc BDMK noäi tieáp (Töù giaùc coù hai ñænh lieân tieáp cuøng nhìn 1 caïnh döôùi hai goùc baèng 

nhau) 

Ta coù: 

 
 

 

 


DAB DEB hai goùc noäi tieáp cuøng chaén DB cuûa (O) 

DAB MNB goùc ngoaøi baèng goùc ñoái trong cuûa töù giaùc BAMN noäi tieáp

  

 DEB MNB  DEB KNB    

  Töù giaùc BEKN noäi tieáp (töù giaùc coù goùc ngoaøi baèng goùc trong ñoái dieän) 

b) Chöùng minh: BK.AE = KM.BE 
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Ta coù: 

 

 

  


 




 





0

0

BKM BKN 180 2 goùc keà buø

BEA BEN 180  2 goùc keà buø

BKN BEN 2 goùc noäi tieáp cuøng chaén BN cuûa BEKN

 

 BKM BEA  

Xeùt   BKM vaø BEA, ta coù: 

 

  

 






BKM BEA cmt

BMK BAE 2 goùc noäi tieáp cuøng chaén BN cuûa ABNM

 

 BKM BEA g g  ∽     
BK KM

tsñd BK.AE KM.BE

BE AE

  

c) Chöùng minh: BNK ADB ∽  O'K MN    

Xeùt   CDA vaø CBD, ta coù: 
 

       

  




CDA CBD goùc taïo bôûi tieáp tuyeán vaø daây cung chaén BN cuûa (O)

C  chung

  

     
DA CA

CDA CBD g g

DB CD

∽  

Chöùng minh töông töï:    
AE CA

CEA CBE

BE CE

∽   

Ta coù:

 

 

 

  













 CD CE  tính chaát hai tieáp tuyeán caét nhau taïi C c

DA CA
 cmt

DB CD

AE CA
 cm

uûa

t

 O

BE CE

     
DA AE

DB BE

 

Xeùt 

 

 

 
  



BNK DAB tö ù giaùc ABNM noäi tieáp

BNK vaø ADB, ta coù: 

BKN ADB tö ù giaùc BKMD noäi tieáp

 

   BNK BAD g g∽    
KN BK

 tsñd

AD BD

 
KN DA

BK DB

 

Maët khaùc :   BKM BEA cm caâu b∽      
KM BK KM AE

 tsñd

AE BE BK BE

 

Ta coù: 

 

 

 







       






/

KN DA
 cmt

BK DB

KM AE KN KM
 cmt KN KB K laø trung ñieåm cuûa MN O K MN.

BK BE BK BK

DA AE
 cmt

DB BE
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Baøi 6: (1,5 ñiểm)  

Cho (O;R) vaø ñieåm A naèm ngoaøi (O) keû ñöôøng thaúng (d) OA  taïi A. Laáy  M d  baát kyø. Veõ tieáp 

tuyeán MC, MB (C, B laø tieáp ñieåm), CB caét OM taïi H, OA taïi K. 

d

H
K

B

C

A
O

M

 

a) Chöùng minh: H di ñoäng treân ñöôøng coá ñònh khi M di ñoäng treân (d). 

Goïi K laø giao cuûa BC vaø OA  

Chöùng minh ñöôïc:         
OK OH

OHK OAM g g tsñd

OM OA

∽ OK.OA OH.OM

 

maø  2 2

OH.OM OC R   neân   
2

2
R

OK.OA R OK

OA  

Maët khaùc: R, OA khoâng ñoåi (do O, A coá ñònh) Neân OK khoâng ñoåi K coá ñònh  

Chöùng minh ñöôïc: 
0

OHK 90    H di ñoäng treân ñöôøng troøn ñöôøng kính OK coá ñònh 

b) Cho OA = 2R. Tìm vò trí cuûa M ñeå 
MCOB

S  ñaït giaù trò nhoû nhaát. Tính giaù trò nhoû nhaát ñoù. 

MCOB MOC

1
S 2S 2. .OC.CM R.CM

2

     

Ñeå 
MCOB

S  nhoû nhaát thì CM nhoû nhaát (vì R khoâng ñoåi)  2 2 2

min
OM vì R CM OM    

Maø OM OA  (Quan heä döôøng xieân ñöôøng vuoâng goùc). Vaäy 
min

OM OM OA M A      

Do ñoù: 
2 2 2 2 2 2

CM OM R 4R R 3R CM R 3         

Do ñoù:  2

MCOB
S R.R 3 R 3 ñôn vò dieän tích    

Vaäy khi M A  thì 
2

MCOB
S min R 3   

    HEÁT    


